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Objetivo del curso

Integracién vectorial y de multifunciones

@ Introducir y familiarizar al alumno con técnicas de integracién
vectorial y de multifunciones.

@ Dar aplicaciones de las técnicas introducidas.

@ Establecer conexiones con cuestiones actuales de
investigacion.
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La notacion

e X, Y, ...denota espacios de Banach;
@ Dado un espacio de Banach X:

o Bx es la bola unidad cerrada X;

o X* es el dual; X** es el bidual;

e Si FC X*, 6(X,F) denota la topologia I.c. en X de
convergencia puntual en F;

o 0(X,X*)=w es la topologia débil de X y o(X*,X)=w* es
la topologia débil* del X*;

o ExtBx+ es el conjunto de puntos extremales de Bx:;

@ K es siempre un espacio compacto y C(K) espacio de
funciones continuas dotado de la norma || ||«;
o (£,X,u) es un espacio de probabilidad completo;

@ [1(u) espacio de las funciones reales u-integrables.
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

Teorema de completitud de Grothendieck

Si x** € X** es tal que x™*|pg,. es w*-continua, entonces se tiene
X
kk
que x** =x € X.

Lema

| A

Si x™ € X** es tal que x**|,. es w*-continua, entonces para cada
€ > 0 existe xg € X tal que

|x**(x*) —x(x™)| < € para cada x* € Bx-.
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Teorema de Grothendieck-Eberlein-Smuly

Sea (X,]| |I) un espacio normado. Para A C X son equivalentes:
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(iii) A es débilmente relativamente numerablemente compacto en X;

. . ., . . . —w
Bajo una (luego cualquiera) de las hipétesis anteriores sobre A si x € A~ C X
entonces existe una sucesién (x,), en A tal que x = w — limp, xp,.




Integral de Bochner
oe

Pre-requisitos de Analisis Funcional

Teorema de Grothendieck-Eberlein-Smulyan
Sea (X,]| |I) un espacio normado. Para A C X son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente compacto en X;

(if) A es débilmente relativamente sucesionalmente compacto en X;
(iii) A es débilmente relativamente numerablemente compacto en X;

. . ., . . . —w
Bajo una (luego cualquiera) de las hipétesis anteriores sobre A si x € A~ C X
entonces existe una sucesién (x,), en A tal que x = w — limp, xp,.

Lema (Marciszewski, Raja, Cascales), [CMRO06]

Sea (Z,d) un espacio métrico, A un conjunto (xq) (fg) redes A and e
respectivamente. Si los limites iterados

Ii&nlilgn fg(xa) and Iilrsnli&n fg (xa)

existen, entonces existen sucesiones crecientes (0,) (Bm) de indices tal que

limlimf_(xa,) = lim lién fi (xa), limlim f_(xa,) = Iig1 lim £ (x)
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Medibilidad: f:Q — X

’ Funcién simple‘ s:Q — X se dice simple si es de la forma

n
s = Z Oi XA, donde q; € X, A €Y.
i=1

Funcidén ‘u-medible‘ Una funcién f : Q — X es u-medible si

existe una sucesién (s,), de funciones simples de Q
en X tal que

lim|s,—f|=0, upct we.

Funcién débilmente medible‘ Se dice que f : Q — X es
débilmente medible si, para cada x* € X*, la funcién
x*f es medible.
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Propiedades de las funciones medibles

@ El conjunto de las funciones p-medibles es un espacio
vectorial.

@ Sis=Y",Bixs essimple existe una particion {A;}7; de Q
en X de forma que s=Y"; ajxa,. En particular:

m
Isl=Y Il aill xa;,
i=1

y por tanto, || s || una funcién escalar simple.

@ Si g es una funcién vectorial p-medible, entonces || g || es
medible.




Integral de Bochner
0O®0000000000000

Propiedades de las funciones medibles

Teorema de Egoroff

Sea f,: Q — X, n €N, una sucesién de funciones p-medibles, y
sea f : Q — X una funcidn tal que (f,), converge hacia f
u-p.c.t.p. Entonces, para cada € >0, existe EC Q con u(E)<ey
tal que (f,)n converge hacia f uniformemente en Q\ E.
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Propiedades de las funciones medibles

Teorema de Egoroff

Sea f,: Q — X, n €N, una sucesién de funciones p-medibles, y
sea f : Q — X una funcidn tal que (f,), converge hacia f
u-p.c.t.p. Entonces, para cada € >0, existe EC Q con u(E)<ey
tal que (f,)n converge hacia f uniformemente en Q\ E.

| A

Corolario

El conjunto de las funciones p-medibles con valores en un espacio
de Banach es cerrado por limites de sucesiones convergentes en
casi todo punto.

A\
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Propiedades de las funciones medibles

Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

Q f es u-medible.

@ (a) Existe E€ X con u(E)=0y tal que f(Q2\ E) es separable.
(b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.
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Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es p-medible.
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Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es p-medible.
(a) Existe E€ X con u(E) =0y tal que f(Q\ E) es separable.
e (b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Demostracion: La implicacién (1)=- (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcX tal que u(E) =0y f(Q2\ E) es separable;
@ Sea {x,:ne N} C f(Q2\ E) un conjunto denso numerable;
© si elegimos x;; € X* con x5 (xn)=||xn |l 'y | xn|*=1, para
weQ\E, ||f(W)H = sup{|x,*,f(w)‘ ‘néeg N};
Q || f 'y hn(w) =||f(w) — xn]|| son medibles;
@ Dadoe>0, B,= {W cQ: Hf(w)fx,,H < 8} ex.;

Xn siw e Bn\Um<n Bm,

Q@ Definimos gg(w) =
0 en el resto,
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Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es p-medible.
(a) Existe E€ X con u(E) =0y tal que f(Q\ E) es separable.
e (b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Demostracion: La implicacién (1)=- (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcX tal que u(E) =0y f(Q2\ E) es separable;
@ Sea {x,:ne N} C f(Q2\ E) un conjunto denso numerable;
© si elegimos x;; € X* con x5 (xn)=||xn |l 'y | xn|*=1, para
weQ\E, ||f(W)H = sup{|x,*,f(w)‘ ‘néeg N};
Q || f 'y hn(w) =||f(w) — xn]|| son medibles;
@ Dadoe>0, B,= {W cQ: Hf(w)fx,,H < 8} ex.;

Xn si w e Bn\Um<n Bm,
0 en el resto,

@ Definimos ge(w) = {

@ |[f(w)—ge(w)|| <&, paracada weQ\E.
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Demostracion: La implicacién (1)= (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcXY talque u(E)=0y f(Q2\ E) es separable;
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0 en el resto,

@ Definimos gg(w) = {

@ ||[f(w)—ge(w)|| <&, paracada weQ\E.
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Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es -medible.
(a) Existe E€ X con u(E) =0y tal que f(2\ E) es separable.
e (b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Demostracion: La implicacién (1)= (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcXY talque u(E)=0y f(Q2\ E) es separable;

Xn siw e Bn\Um<n Bm,
0 en el resto,
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@ ||[f(w)—ge(w)|| <&, paracada weQ\E.
Q Si A, =By \Um<n Bm. entonces ge =Y 1 xnxa, es medible.
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Propiedades de las funciones medibles

Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es -medible.
(a) Existe E€ X con u(E) =0y tal que f(2\ E) es separable.
e (b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Demostracion: La implicacién (1)= (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcXY talque u(E)=0y f(Q2\ E) es separable;

.. Xn siw e Bn\Um<n Bm,
Definimos w) =
° g:(w) { 0 en el resto,
@ ||[f(w)—ge(w)|| <&, paracada weQ\E.
Q Si Ay :=Bn\Um<n Bm. entonces ge =Y 1 xnXa, €s medible.

© Tomando € = % construimos g, medible con existe g, de la forma
anterior tal que

1
| f(w) —gm(w)|| < > pctp. en Q.
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Propiedades de las funciones medibles

Teorema de medibilidad de Pettis

Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o f es p-medible.
(a) Existe E€ X con u(E) =0y tal que f(2\ E) es separable.
e (b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Demostracion: La implicacién (1)= (2) es fécil. Reciprocamente.
@ Sea EcX tal que u(E) =0y f(Q\ E) es separable;

Xn siw e Bn\Um<n Bm,
0 en el resto,

@ Definimos gg(w) = {

@ ||[f(w)—ge(w)|| <&, paracada weQ\E.
Q Si Ay :=Bn\Um<n Bm. entonces ge =Y 1 xnXa, €s medible.

@ Tomando ¢ = % construimos g, medible con existe g, de la forma
anterior tal que

Hf(W)*gm(W)H < %, p.c.t.p. en Q.

@ f es medible.
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Mirando a la prueba del teorema de Pettis. ..

Corolario

Una funcién f : Q — X es medible si, y sélo si, es limite uniforme en casi todo
punto de una sucesién de funciones medibles que toman una cantidad
numerable de valores.
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Corolario

Sean f : Q2 — X una funcién p-esencialmente separable valuada y B C Bx+ un
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Entonces, f es p-medible.
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Mirando a la prueba del teorema de Pettis. . .

Corolario

Una funcién f : Q — X es medible si, y sélo si, es limite uniforme en casi todo
punto de una sucesién de funciones medibles que toman una cantidad
numerable de valores.

Corolario

| N

Sean f : Q2 — X una funcién p-esencialmente separable valuada y B C Bx+ un
conjunto normante para X, tales que x*f es medible para cada x* € B.
Entonces, f es p-medible.

Medible#débilmente medible

| A

Consideremos el espacio de Hilbert ¢2([0,1]), y sea
f:[0,1] — £2([0,1])

t— et

donde {e; : t €[0,1]} es la base ortonormal canénica del espacio de Hilbert
2([0,1]). f es débilmente medible y no medible.
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Consecuencias del teorema de Pettis

Corolario

Sean f y g funciones pu-medibles. Si para cada x* € X* se tiene que
x*f=x"g=0, p.ct.p. en Q (el conjunto de medida nula depende de x*),

entonces f = g p.c.t.p. en Q.
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Consecuencias del teorema de Pettis

Corolario

Sean f y g funciones pu-medibles. Si para cada x* € X* se tiene que
x*f=x"g=0, p.ct.p. en Q (el conjunto de medida nula depende de x*),

entonces f = g p.c.t.p. en Q.

Medibilidad Borel | f:Q — X es medible Borel cuando f~1(B) € ¥ para
cada subconjunto de Borel B en X.
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Consecuencias del teorema de Pettis

Corolario

Sean f y g funciones pu-medibles. Si para cada x* € X* se tiene que
x*f=x"g=0, p.ct.p. en Q (el conjunto de medida nula depende de x*),

entonces f = g p.c.t.p. en Q.

A

’ Medibilidad Borel ‘ f:Q — X es medible Borel cuando f~1(B) € ¥ para
cada subconjunto de Borel B en X.

Corolario

Para una funcién f : Q — X son equivalentes:
@ f es pu-medible.

@ f es medible Borel y existe E € X, con u(E) =0, tal que f(Q2\ E) es
separable.

A
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Integral de Bochner

Integracion de funciones simples‘

@ Sis=Y", 0aixa, con A;€X y a; € X, es una funcién simple, definimos
la integral
n
/ sdu=Y ou(ENA;),
E i=1
para cada E € ¥.
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Integral de Bochner

Integracion de funciones simples‘

@ Sis=Y", 0aixa, con A;€X y a; € X, es una funcién simple, definimos
la integral
n
/ sdu=Y ou(ENA;),
E i=1
para cada E € ¥.

@ Se comprueba que la definicién anterior es independiente de la
representacion elegida para la funcién simple s.
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Integral de Bochner

Integracion de funciones simples‘

@ Sis=Y", 0aixa, con A;€X y a; € X, es una funcién simple, definimos
la integral
n
/ sdu=Y ou(ENA;),
E i=1
para cada E € ¥.

@ Se comprueba que la definicién anterior es independiente de la
representacion elegida para la funcién simple s.

@ La integral es lineal, definida en el espacio de las funciones simples.
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Integral de Bochner

’ Integral de Bochner‘ Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es

integrable Bochner, si existe una sucesién de funciones simples (sp), tal que

I|Ir7n/0||s,,—f\| dy = 0.

@ Para cada E € ¥, la sucesién (/ Sn du) es de Cauchy en X;
E n
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Integral de Bochner

’ Integral de Bochner‘ Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es

integrable Bochner, si existe una sucesién de funciones simples (sp), tal que

I|Ir7n/0||s,,—f\| dy = 0.

@ Para cada E € ¥, la sucesién (/ Sn du) es de Cauchy en X;
E n

@ Definimos [¢fdu :=lim, [gs,du;
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Integral de Bochner

’ Integral de Bochner‘ Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es

integrable Bochner, si existe una sucesién de funciones simples (sp), tal que

I|Ir7n/0||s,,—f\| dy = 0.

@ Para cada E € ¥, la sucesién (/ Sn du) es de Cauchy en X;
E n
@ Definimos [¢fdu :=lim, [gs,du;

@ Al vector / fdu se le llama integral de Bochner de f sobre E;
E
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Integral de Bochner

’ Integral de Bochner‘ Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es

integrable Bochner, si existe una sucesién de funciones simples (sp), tal que

I|Ir7n/0||s,,—f\| dy = 0.

@ Para cada E € ¥, la sucesién (/ Sn du) es de Cauchy en X;
E n
@ Definimos [¢fdu :=lim, [gs,du;

@ Al vector / fdu se le llama integral de Bochner de f sobre E;
E

° / f du es independiente de la sucesién de simples;
E
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Integral de Bochner

’ Integral de Bochner‘ Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es

integrable Bochner, si existe una sucesién de funciones simples (sp), tal que

I|Ir7n/0||s,,—f\| dy = 0.

(]

Para cada E € ¥, la sucesién (/ Sn du) es de Cauchy en X;
E n

Definimos [g fdu :=lim, [gspdu;

Al vector / fdu se le llama integral de Bochner de f sobre E;
E

/ f du es independiente de la sucesién de simples;
E

@ El conjunto de las funciones f : Q — X integrables Bochner es un
espacio vectorial.
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Teorema de convergencia Dominada

Teorema

Sea f : 2 — X una funcién p-medible. Son equivalentes:
@ f es integrable Bochner.
@ || f || es integrable Lebesgue.
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Teorema de convergencia Dominada

Teorema
Sea f : 2 — X una funcién p-medible. Son equivalentes:

© f es integrable Bochner.
@ || f || es integrable Lebesgue.

Proposiciéon

Si f:Q — X es integrable Bochner, entonces, para todo E € ¥,

se tiene que
H/ fduHS/ |1 du.
E E
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Propiedades de Integral de Bochner

’ Convergencia en medida ‘ Sean f,f,: Q2 — X, n€ N, funciones
p-medibles. Decimos que (f,), converge hacia f en medida si,
para cada € >0,

lim /,L({W €Q:||fa(w)—F(w)|| > 8}) =0.

n—oeo
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Propiedades de Integral de Bochner

’Convergencia en medida ‘ Sean f,f,: Q2 — X, n€ N, funciones

p-medibles. Decimos que (f,), converge hacia f en medida si,
para cada € >0,

lim /,L({WEQ:Hf,,(W)—f(W)H >8}> =0.

n—oeo

Teorema de Convergencia Dominada

Sea f,: 2 — X, n € N, una sucesién de funciones integrables Bochner, que
converge hacia una funcién p-medible f en casi todo punto o en medida.
Supongamos ademds que existe una funcién g : Q — R, integrable Lebesgue,
tal que || f, ||[< g p.c.t.p. en Q. Entonces, f es integrable Bochner y

Iim/ fnd,u:/ fdu, paratodo E€X.
n-JE E

De hecho, se tiene que

||'r1n/QH fo— f || du =0.
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Propiedades de Integral de Bochner

’ Medidas vectoriales ‘

@ Una medida vectorial finitamente aditiva es una aplicacién F: ¥ — X
que satisface
F(E1UEy) = F(E1) + F(E),

para cualesquiera miembros disjuntos E; y E de X.
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Propiedades de Integral de Bochner

’ Medidas vectoriales ‘

@ Una medida vectorial finitamente aditiva es una aplicacién F: ¥ — X
que satisface
F(E1UEy) = F(E1) + F(E),

para cualesquiera miembros disjuntos E; y E de X.

@ F se dice que es numerablemente aditiva (respectivamente, débilmente
numerablemente aditiva) si

F("[:]1 En> = ; F(En),

para cualquier sucesién (E,), de elementos de ¥ disjuntos dos a dos,
donde la serie es convergente en la topologia de la norma
(respectivamente, en la topologia débil) de X.
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{ZHF(A)H:ﬂ:eI'I}, (1)

Aerm

I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{AZ |F(A)|:me n}, (1)

I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.

@ Si F es n. a. las particiones en (1) pueden tomarse numerables.
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{ZHF(A)H:ﬂ:eI'I}, (1)
Aem
I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.

@ Si F es n. a. las particiones en (1) pueden tomarse numerables.

@ F se dice de variacidn acotada si |F|(S2) < eo.
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{ZHF(A)H:ﬂ:EI'I} (1)

Aem
I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.
@ Si F es n. a. las particiones en (1) pueden tomarse numerables.
@ F se dice de variacidn acotada si |F|(S2) < eo.

@ Una medida de variacién acotada F es numerablemente aditiva si, y sélo
si, su variacién |F| es numerablemente aditiva, [DJ77, Section 1.1].
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{ZHF(A)H:ﬂ:EI'I} (1)

Aem
I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.
@ Si F es n. a. las particiones en (1) pueden tomarse numerables.
@ F se dice de variacidn acotada si |F|(S2) < eo.

@ Una medida de variacién acotada F es numerablemente aditiva si, y sélo
si, su variacién |F| es numerablemente aditiva, [DJ77, Section 1.1].

@ F:¥ — X se dice que es absolutamente continua respecto de [ si
1(A) =0 implica F(A)=0.
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Propiedades de Integral de Bochner

’Variacién de una medida vectorial ‘

@ Si F: X — X es una medida f.a. su variacidn |F| es la funcién de
conjunto dada, para cada E € ¥, por la expresién

|FI(E) ::sup{ZHF(A)H:ﬂ:EI'I} (1)
Aem
I es la familia de todas las particiones © = {Aj,...,An} de E, con A; € X.
@ Si F es n. a. las particiones en (1) pueden tomarse numerables.
@ F se dice de variacidn acotada si |F|(S2) < eo.

@ Una medida de variacién acotada F es numerablemente aditiva si, y sélo
si, su variacién |F| es numerablemente aditiva, [DJ77, Section 1.1].

@ F:¥ — X se dice que es absolutamente continua respecto de [ si
1(A) =0 implica F(A)=0.

@ Si F es n. a. entonces F es absolutamente continua respecto de U si, y
sélo si, limy(4)_.o F(A) = 0: teorema de Pettis, [DJ77, Section 1.2].
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La integral indefinida

Teorema

Sea f : Q2 — X una funcién integrable Bochner, y sea F(E) :/ fdu, E€X.
E
Entonces:

@ F es una medida vectorial numerablemente aditiva de variacién acotada v,
para cada E € ¥, se tiene que

FIE)= [ IIFI| du.
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Férmula baricéntrica

Proposicién

Sea f : Q2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces:

@ Si Y es otro espacio de Banachy T : X — Y es lineal y continua,
entonces Tf también es integrable Bochner y

T(/ fdu):/ Tfdu, paracada E€X.
E E

@ Para cada x* € X*, la funcién x*f € L1(u), y se tiene que

x*(/ fdu) :/x*fd/.t, para cada E€X.
JE JE
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Férmula baricéntrica

Proposicién

Sea f : Q2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces:

@ Si Y es otro espacio de Banachy T : X — Y es lineal y continua,
entonces Tf también es integrable Bochner y

T(/ fdu):/ Tfdu, paracada E€X.
E E

@ Para cada x* € X*, la funcién x*f € L1(u), y se tiene que

x*(/ fdu) :/x*fd/.t, para cada E€X.
E JE

| \

Corolario

Sea f : 2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces, para cada E € ¥
con u(E) >0, se tiene que

1 -
ﬁ/Efdu € co(F(E)).
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Teorema de Krein-Smulyan

Proposicion

Sea X un espacio de Banach y sea H un subconjunto débilmente
compacto de X. Entonces, la envoltura convexa y cerrada de H,
co(H), es débilmente compacta.
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Teorema de Krein-Smulyan

Proposicion

Sea X un espacio de Banach y sea H un subconjunto débilmente
compacto de X. Entonces, la envoltura convexa y cerrada de H,
co(H), es débilmente compacta.

Proposicion...otra mirada a medibilidad

Para f : Q2 — X son equivalentes:

(o) f es medible;
(B) Para cada € >0 f existe una particién By, By, ...,Bn, de Q en

2 tal que:
i) || [|—diam(f(B;)) <€, i=1,2,....,m;
i) u(By) < e.

(y) Para cada € >0y cada A€ X con u(A) >0 existe Be X,
BC Ay u(B)>0tal que || ||[diamf(B) < €.
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Fragmentabilidad vs. medibilidad

Fragmentabilidad

(T,7) espacio topolégico y d una
métrica en T.
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Fragmentabilidad
(T,7)
(T,7) espacio topolégico y d una

métrica en T.

@ e-fragmentado.

/

d—diam(SNU) <e



Integral de Bochner
0®0000

Fragmentabilidad vs. medibilidad

Fragmentabilidad
(T,7)
(T,7) espacio topolégico y d una

métrica en T.

@ e-fragmentado.

@ fragmentado= e-fragmentado,
para todo €.

/

d—diam(SNU) <e
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Fragmentabilidad vs. medibilidad

(T,7)

/

d—diam(SNU) <e

Fragmentabilidad

(T,7) espacio topolégico y d una
métrica en T.

@ e-fragmentado.

@ fragmentado= e-fragmentado,
para todo €.

Tomaremos T = X donde (X, || ||)
es un espacio de Banach: 7 una
topologia |.c. mas gruesa que la
asociada a || || y d la métrica
asociada a la norma
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Fragmentabilidad vs. medibilidad

Fragmentabilidad

(T,7)
(T,7) espacio topolégico y d una

métrica en T.

@ e-fragmentado.

@ fragmentado= e-fragmentado,
para todo €.

Tomaremos T = X donde (X, || ||)
es un espacio de Banach: 7 una
/ topologia |.c. mas gruesa que la
asociada a d la métrica
d—diam(SNU) <e . H H Y
asociada a la norma

Teorema, Shvydkoy-Cascales, [CS03]

Sea (X,]|| |I) un espacio de Banach y 7 cualquier topologia vectorial en X mds
gruesa que la topologia de la norma. Si H C X es t-compacto y acotado en
norma y || ||-fragmentado, entonces c6°H is 7-compacto. Ademis,

cw'H=col IH.
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Aplicaciones

Corolario, Krein-Smulyan

Sea X un espacio de Banach y sea H un subconjunto débilmente
compacto de X. Entonces, la envoltura convexa y cerrada de H,
co(H), es débilmente compacta.
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Aplicaciones

Corolario, Krein-Smulyan

Sea X un espacio de Banach y sea H un subconjunto débilmente
compacto de X. Entonces, la envoltura convexa y cerrada de H,

co(H), es débilmente compacta.

Corolario, Namioka 1987

Sea X un espacio de Banach y sea H C X* un subconjunto
w*-compacto y fragmentado por la norma dual.

@' H=col IH.
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La propiedad de Radon-Nikodym

’ La propiedad de Radon-Nikodym ‘ X se dice que tiene la propiedad de

Radon-Nikodym (brevemente, PRN) respecto de u si, para cada medida
vectorial F: ¥ — X de variacién acotada que es absolutamente continua
respecto de U, existe una funcién integrable Bochner f : 2 — X tal que

F(E)= /Efdu, para todo E € X

@ El clasico teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares, establece
que X =R tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

@ Los espacios de Banach reflexivos, y entre los segundos esta cp.
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La propiedad de Radon-Nikodym

’ La propiedad de Radon-Nikodym ‘ X se dice que tiene la propiedad de

Radon-Nikodym (brevemente, PRN) respecto de u si, para cada medida
vectorial F: ¥ — X de variacién acotada que es absolutamente continua
respecto de U, existe una funcién integrable Bochner f : 2 — X tal que

F(E)= /Efdu, para todo E € X

@ El clasico teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares, establece
que X =R tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

@ Los espacios de Banach reflexivos, y entre los segundos esta cp.

Teorema Namioka-Phelps-Stegall

Para un espacio de Banach X son equivalentes:

@ X es Asplund, i.e., cada funcién convexa definida en un abierto convexo
de X is Fréchet derivable en los puntos de un ¢5 denso de su dominio;

@ cada subespacio separable de X tiene dual separable;
@ (Bx:,w") estd fragmentada por la norma;
@ X* tiene la PRN.
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Aplicaciones

’ Espacios de funciones p-integrables Bochner‘

@ Para 1< p <o, ZP(u) es el espacio de las funciones escalares
p-integrables, y si p =0, Z*=() es el espacio de las funciones
u-esencialmente acotadas.
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Aplicaciones

’ Espacios de funciones p-integrables Bochner‘

@ Para 1< p <o, ZP(u) es el espacio de las funciones escalares
p-integrables, y si p =0, Z*=() es el espacio de las funciones
u-esencialmente acotadas.

@ ZP(u,X) es el conjunto de las funciones u-medibles de Q en X tales que
| e £LP(1); para f € £P(u,X) definimos

1/p
17 li= (171 dk) " (= IF1, en 27

cuando 1 < p < oo, ysi p=oo,
o= ([ F Nl (en 27 (n)).
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Aplicaciones

’ Espacios de funciones p-integrables Bochner‘

@ Para 1< p <o, ZP(u) es el espacio de las funciones escalares
p-integrables, y si p =0, Z*=() es el espacio de las funciones
u-esencialmente acotadas.

@ ZP(u,X) es el conjunto de las funciones u-medibles de Q en X tales que
| e £LP(1); para f € £P(u,X) definimos

1/p
17 li= (171 dk) " (= IF1, en 27
cuando 1 < p < oo, y si p=oo,
= F D (on 2GR,

@ Cada || || es una seminorma, y se tiene que, para f € ZP(u,X), se da la
igualdad || f ||,=0 si, y sélo si, f =0 p.c.t.p. en Q. Si definimos la
relacién de equivalencia f ~ g si, y sélo si, f = g p.c.t.p. en £, el espacio
cociente LP(u,X) :=_%P(u,X)/ ~ es un espacio de Banach cuando se
dota de la norma cociente asociada a || ||p.
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Aplicaciones

@ Se satisface la inclusiéon £9(u, X) C £P(u,X), para g>p.
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Aplicaciones

@ Se satisface la inclusiéon £9(u, X) C £P(u,X), para g>p.

@ Las funciones simples medibles son densas en (LP(u,X), ]| [|5), si
1 < p <o, y el conjunto de las funciones de L=(u, X) que toman una
cantidad numerable de valores, es denso en este (ltimo espacio dotado de
la norma || ||-
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Aplicaciones

@ Se satisface la inclusiéon £9(u, X) C £P(u,X), para g>p.

@ Las funciones simples medibles son densas en (LP(u,X), ]| [|5), si
1 < p <o, y el conjunto de las funciones de L=(u, X) que toman una
cantidad numerable de valores, es denso en este (ltimo espacio dotado de
la norma || ||-

o (LP(u.X),|l llp)" D L9(1,X*) isométricamente (normante).
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Aplicaciones

@ Se satisface la inclusiéon £9(u, X) C £P(u,X), para g>p.

@ Las funciones simples medibles son densas en (LP(u,X), ]| [|5), si
1 < p <o, y el conjunto de las funciones de L=(u, X) que toman una
cantidad numerable de valores, es denso en este (ltimo espacio dotado de
la norma || ||-

o (LP(u.X),|l llp)" D L9(1,X*) isométricamente (normante).

@ Para 1< p <o, laigualdad (LP(u,X),|| Hp)* = L9(u, X*) equivale a X*
tiene la PRN respecto de u, véase [DJ77, Theorem 1, p. 98].
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Aplicaciones

@ Se satisface la inclusiéon £9(u, X) C £P(u,X), para g>p.

@ Las funciones simples medibles son densas en (LP(u,X), ]| [|5), si
1 < p <o, y el conjunto de las funciones de L*(u, X) que toman una
cantidad numerable de valores, es denso en este (ltimo espacio dotado de
la norma || ||-

o (LP(u.X),|l llp)" D L9(1,X*) isométricamente (normante).

@ Para 1< p <o, laigualdad (LP(u,X),|| Hp)* = L9(u, X*) equivale a X*
tiene la PRN respecto de u, véase [DJ77, Theorem 1, p. 98].

Corolario

Para 1 < p < o denotamos por ¢’ = o(LP(u,X),L9(u,X*)). Para cada
subconjunto ¢’-compacto H de LP(u,X) tenemos:

v) H estd fragmentado por la norma de LP(u, X);

i) co(H)" es o’-compact (Batt-Hiermeyer 1983);

iv) co(H)G = co(H)H le (Batt-Hiermeyer 1983).
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Recordatorio sesidn anterior

Algunas citas ...
e Polaridad: [CT04, Sec. 1.3.5].
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Recordatorio sesidn anterior

Algunas citas ...
e Polaridad: [CT04, Sec. 1.3.5].
@ Teorema del bipolar: [CT04, Teorema 1.3.37].

e Si A, B absolutamente convexos &(X, X*)-cerrados entonces

(ANB)? = aco(A°U BY) c A0+ BO,

ver [CT04, Corolario 1.3.40].
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Recordatorio sesidn anterior

Algunas citas ...
e Polaridad: [CT04, Sec. 1.3.5].
@ Teorema del bipolar: [CT04, Teorema 1.3.37].

e Si A, B absolutamente convexos &(X, X*)-cerrados entonces

(ANB)? = aco(A°U BY) c A0+ BO,

ver [CT04, Corolario 1.3.40].

@ Lema iteracién limites con redes es lo mismo que con
sucesiones: [CMRO06].
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Recordatorio sesidn anterior

Algunas citas ...
e Polaridad: [CT04, Sec. 1.3.5].
@ Teorema del bipolar: [CT04, Teorema 1.3.37].

e Si A, B absolutamente convexos &(X, X*)-cerrados entonces

(ANB)? = aco(A°U BY) c A0+ BO,

ver [CT04, Corolario 1.3.40].

@ Lema iteracién limites con redes es lo mismo que con
sucesiones: [CMRO06].

@ Resultado para topologias fragmentadas con Shvydkoy:
[CS03].
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Recordatorio sesidn anterior

Algunas citas ...
e Polaridad: [CT04, Sec. 1.3.5].
@ Teorema del bipolar: [CT04, Teorema 1.3.37].

e Si A, B absolutamente convexos &(X, X*)-cerrados entonces

(ANB)? = aco(A°U BY) c A0+ BO,

ver [CT04, Corolario 1.3.40].

@ Lema iteracién limites con redes es lo mismo que con
sucesiones: [CMRO06].

@ Resultado para topologias fragmentadas con Shvydkoy:
[CS03].

@ Cuestiones sobre baricentros y el teorema de Krein-Smulyan
en [CTO04, Seccién 3.3.5].
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Recordatorio sesidn anterior

Teorema, Shvydkoy-Cascales, [CS03]

Sea (X,]| ||) un espacio de Banach y 7 cualquier topologia
vectorial en X mas gruesa que la topologia de la norma. Si HC X
es T-compacto y acotado en norma y || ||-fragmentado, entonces
€0 H is T-compacto. Ademas,

cw'H=col IH.
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Recordatorio sesidn anterior

Teorema, Shvydkoy-Cascales, [CS03]

Sea (X,]| ||) un espacio de Banach y 7 cualquier topologia
vectorial en X mas gruesa que la topologia de la norma. Si HC X
es T-compacto y acotado en norma y || ||-fragmentado, entonces
€0 H is T-compacto. Ademas,

cw'H=col IH.

| \

Al revisar la prueba...

Es suficiente con tener integrabilidad para f : Q — X que permita
escribir

x*(/ fdu) :/x*fd[.t, para cada E€X.
E E

A
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

Teorema James, [Flo80]

Un conjunto débil cerrado C de un espacio de Banach X es
débilmente compacto si, y sélo si, todos los x* € X* alcanzan su
maximo en C.
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

Teorema James, [Flo80]

Un conjunto débil cerrado C de un espacio de Banach X es
débilmente compacto si, y sélo si, todos los x* € X* alcanzan su
maximo en C.

Corolario

Para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

© Todos los subconjuntos w-cerrados de X son proximinales.
© Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
© Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proximinales.

@ Todos los elementos x* € X* alcanzan la norma en Bx.

@ X es reflexivo.
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

Sean X un espacio de Banach, y B un subconjunto de Bx-.

Conjunto normante‘ B es un subconjunto I-normante (brevemente,

normante) de Bx: si, para cada x € X, se tiene que

x| = sup{|x*(x)| : x* € B}.
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

Sean X un espacio de Banach, y B un subconjunto de Bx-.

’ Conjunto normante‘ B es un subconjunto I-normante (brevemente,

normante) de Bx: si, para cada x € X, se tiene que

x| = sup{|x*(x)| : x* € B}.

Frontera de James‘ B es una frontera de James para Bx- si, para cada x € X,
se tiene que

x| = max{|x*(x)| : x* € B},

i.e., si para cada x € X, existe un elemento b* € B tal que
16* ()] = [Ix]I-
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e Conjunto normante: Bjqy x+) C B(Lp(p U )*
’ I P
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

e Conjunto normante: Bjq, x+) C B(Lp(u O )*
bl y P

@ Frontera de James: Ext Bxx

Hay fronteras disjuntas del conjunto de puntos extremales. )

Simons, [CT04, Teorema 3.5.4]

Sean H un subconjunto convexo de un espacio de Banach X'y B
una frontera de Bx-. Entonces, H es 6(X, B)-compacto si, y sélo
si, H es débilmente compacto.
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La integral de Pettis

Teorema de Dunford, 1937

Sea f: Q — X una funcién débilmente medible, con x*f € L1(u)
para cada x* € X*. Entonces, la aplicacién

X*—R
x*—>/x*fdu
E

es un elemento del bidual X**, para cada E € ¥.
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La integral de Pettis

’ Integral de Dunford ‘ f:Q — X es integrable Dunford, si es débilmente

medible y, para cada x* € X*, se tiene que x*f € L!(u). En
este caso, para cada E € ¥, el elemento de X** definido por

xg X*—K

x*—>/x*fd/.1
E

se llama integral de Dunford de f sobre E, y se escribe

XE = (D)—/Efdu.
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La integral de Pettis

’ Integral de Dunford ‘ f:Q — X es integrable Dunford, si es débilmente

medible y, para cada x* € X*, se tiene que x*f € L!(u). En
este caso, para cada E € ¥, el elemento de X** definido por

xg X*—K

x*—>/x*fdu
E

se llama integral de Dunford de f sobre E, y se escribe

XE = (D)—/Efdu.

Integral de Pettis‘ En las condiciones de la definicién anterior, si

(D)f/ fdu € X, para cada E € X, se dice que la funcién
E

anterior es integrable Pettis, y el valor de la integral de
Dunford sobre cada subconjunto E € ¥ se denomina, en este
caso, integral de Pettis.
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La integral de Pettis

Observacién

@ Si f:Q — X es una funcién integrable Bochner, la férmula baricéntrica
nos dice que f es integrable Pettis, y para cada conjunto E € ¥, la
integral de Bochner sobre E de f es su integral de Pettis.
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La integral de Pettis

Observacién

@ Si f:Q — X es una funcién integrable Bochner, la férmula baricéntrica
nos dice que f es integrable Pettis, y para cada conjunto E € ¥, la
integral de Bochner sobre E de f es su integral de Pettis.

@ Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford,

y ninguna de estas implicaciones se puede volver hacia atras.
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La integral de Pettis

Observacién

@ Si f:Q — X es una funcién integrable Bochner, la férmula baricéntrica
nos dice que f es integrable Pettis, y para cada conjunto E € ¥, la
integral de Bochner sobre E de f es su integral de Pettis.

@ Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford,

y ninguna de estas implicaciones se puede volver hacia atras.

Una funcién integrable Dunford que no es integrable Pettis

Consideremos la 0-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1], y sea

f: [07 1] — ¢ dada por f(t) = ()((0_’1](1’)7 2%(071/2](15), caey I1X(071/n](t‘)7 . ) .
Entonces, f es integrable Dunford y no es integrable Pettis.

A
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La integral de Pettis

Observacién

@ Si f:Q — X es una funcién integrable Bochner, la férmula baricéntrica
nos dice que f es integrable Pettis, y para cada conjunto E € ¥, la
integral de Bochner sobre E de f es su integral de Pettis.

@ Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford,

y ninguna de estas implicaciones se puede volver hacia atras.

Una funcién integrable Dunford que no es integrable Pettis

| A

Consideremos la 0-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1], y sea

f:[0,1] — ¢ dada por (t) = (x(0,1(t):2%(0,1/2)(t): - ->MX(0,1/m} (£)s--)-
Entonces, f es integrable Dunford y no es integrable Pettis.

| A

Una funcidn integrable Pettis que no es integrable Bochner

Para la medida de Lebesgue A en [0,1] la funcién

f:[0,1] —>€2([0,1]), dada por f(t) = e,

es integrable Pettis pero no es integrable Bochner.

A
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La integral de Pettis

Una funcién fuertemente medible integrable Pettis que no es integrable Bochner

@ En la o-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1] sea (Ap) una
particién de conjuntos medibles con A(A,) > 0 para cada n € N.
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La integral de Pettis

Una funcién fuertemente medible integrable Pettis que no es integrable Bochner

@ En la o-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1] sea (Ap) una
particién de conjuntos medibles con A(A,) > 0 para cada n € N.

@ Sea X Banach infinito dimensional y (x,) en X tal que la serie ¥, x,, es
incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente.
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La integral de Pettis

Una funcién fuertemente medible integrable Pettis que no es integrable Bochner

@ En la o-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1] sea (Ap) una
particién de conjuntos medibles con A(A,) > 0 para cada n € N.

@ Sea X Banach infinito dimensional y (x,) en X tal que la serie ¥, x,, es
incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente.

La funcién
nZl u(

es integrable Pettis y no es integrable Bochner.

n) XnXA,
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La integral de Pettis

Una funcién fuertemente medible integrable Pettis que no es integrable Bochner

@ En la o-3lgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0,1] sea (Ap) una
particién de conjuntos medibles con A(A,) > 0 para cada n € N.

@ Sea X Banach infinito dimensional y (x,) en X tal que la serie ¥, x,, es

incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente.

La funcién
nZl u(

es integrable Pettis y no es integrable Bochner.

n) XnXA,

| \

Teorema de Pettis

Sea f : Q2 — X una funcién integrable Pettis. Entonces, su integral indefinida
F:¥ — X dada por

F(E):(P)f/Efdu, Eey,

es una medida n. a. en X que satisface lim;gy_o F(E) =0
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La integral de Pettis

Una funcidn integrable Dunford con int. indefinida no numerablemente aditiva

f:[0,1] — < dada por f(t) = (x(0,1(t):2%(0,1/2)(t): - ->nX(0,1/m) (£)s--)-
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La integral de Pettis

Una funcidn integrable Dunford con int. indefinida no numerablemente aditiva

f:[0,1] — < dada por f(t) = (x(0,1(t):2%(0,1/2)(t): - ->nX(0,1/m) (£)s--)-

Proposicién
Sea 7 : 2 — X una funcién medible e integrable Dunford. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

@ £ es integrable Pettis.
@ La integral indefinida de Dunford, F(E) = (D)—/Efd/.t, E €Y, esuna

medida numerablemente aditiva.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos

Zs:={x"of : X*EBX*}CRQ.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos
Zr:={x"of : x* € Bx:} CR2.

Observar que Zr C R? es puntualmente Tp-compacto.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos
Zr:={x"of : x* € Bx:} CR2.

Observar que Zr C R? es puntualmente Tp-compacto.

Teorema, Edgar

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Dunford. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) f es integrable Pettis;

(i) la aplicacién canénica I : Zg — L1(u) (que envia cada funcién a su clase
de equivalencia en L!(u)) es 7,-débil-continua.

(i) la aplicacién canénica J : Bx- — L1(u) (que envia cada x* € Bx- a la
clase de equivalencia de x*of en L1(u)) es w*-débil-continua.

En tal caso, el rango de la integral indefinida v¢(X) es relativamente compacto
en norma si y sélo si [ (resp. J) es Tp-|| ||1-continua (resp. w*-|| ||1-continua).
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Corolario

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Pettis. Entonces Zf es uniformemente
integrable.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Corolario

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Pettis. Entonces Zf es uniformemente
integrable.

Definicién

Se dice que una familia # C R9 tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
€>0ycada A€ X con u(A) >0, existen By,...,B, C A, B € X con
u(B;) >0, tales que

mini<ij<p|-| —diam(h(B;)) <& para toda he 7.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Corolario

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Pettis. Entonces Zf es uniformemente
integrable.

Definicién

Se dice que una familia # C R9 tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
€>0ycada A€ X con u(A) >0, existen By,...,B, C A, B € X con
u(B;) >0, tales que

mini<ij<p|-| —diam(h(B;)) <& para toda he 7.

Proposicién...otra mirada a medibilidad

Para f : Q — R son equivalentes:
© f es medible;

@ Paracadae>0ycada A€X con u(A)>0existe BEY, BCAy
u(B) >0 tal que |-|—diamf(B) < .

A\




Integral de Pettis
000000@00

Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Corolario

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Pettis. Entonces Zf es uniformemente
integrable.

Definicién

Se dice que una familia # C R9 tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
€>0ycada A€ X con u(A) >0, existen By,...,B, C A, B € X con
u(B;) >0, tales que

mini<j<p|-|—diam(h(B;)) <& para toda he 7.

Proposicién...otra mirada a medibilidad

Para f : Q — R son equivalentes:
© f es medible;
@ Paracadae>0ycada A€X con u(A)>0existe BEY, BCAy
u(B) >0 tal que |-|—diamf(B) < .

© Paracada € >0y cada A€ X con u(A) > 0 existen existen
Bi,...,Bn CA, Bi €X con u(B;) >0, tales que
mini<i<p |- | —diam(f(B;)) < e.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Proposicién

Sean #,% C R? dos familias de funciones y a € R. Supongamos que . tiene
la propiedad de Bourgain. Entonces:

(1) 77" tiene la propiedad de Bourgain;
@ 7 estad formada por funciones medibles;

© si ¥ tiene la propiedad de Bourgain, entonces /7 U¥ también tiene la
propiedad de Bourgain;

© si 4 C J#, entonces ¥ tiene la propiedad de Bourgain;

@ Sean # una familia con la propiedad de Bourgain y g 6%3‘,_ Entonces
existe una sucesién (hp) en J# que converge hacia g [i-a.e.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Proposicién

Sean #,% C R? dos familias de funciones y a € R. Supongamos que . tiene
la propiedad de Bourgain. Entonces:

(1) 77" tiene la propiedad de Bourgain;
@ 7 estad formada por funciones medibles;

© si ¥ tiene la propiedad de Bourgain, entonces /7 U¥ también tiene la
propiedad de Bourgain;

© si 4 C J#, entonces ¥ tiene la propiedad de Bourgain;

@ Sean # una familia con la propiedad de Bourgain y g 6%3‘,_ Entonces
existe una sucesién (hp) en J# que converge hacia g [i-a.e.

Corolario

| A

Sea f: 2 — X una funcién. Si Z¢ es uniformemente integrable y tiene la
propiedad de Bourgain, entonces f es integrable Pettis y el rango de su integral
indefinida v¢(X) es relativamente compacto en norma.
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.
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Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Integrabilidad Birkhoff :
@ fue introducida en [Bir35].
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Integrabilidad Birkhoff :
@ fue introducida en [Bir35].
@ estd estrictamente entre integrabilidad Bochner y Pettis, [Pet38, Phi40].
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Integrabilidad Birkhoff :
@ fue introducida en [Bir35].
@ estd estrictamente entre integrabilidad Bochner y Pettis, [Pet38, Phi40].

© no involucra una definicién baricéntrica;
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Integrabilidad Birkhoff :
@ fue introducida en [Bir35].
@ estd estrictamente entre integrabilidad Bochner y Pettis, [Pet38, Phi40].
© no involucra una definicién baricéntrica;

© si X es separable Birkhoff=Pettis;
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Integrabilidad via Zr := {x*of : x* € Bx+}

Teorema, Rodriguez-Cascales, [CRO5]

Para una funcién f : Q — X son equivalentes.
@ 1 es integrable Birkhoff;

@ Z: es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Integrabilidad Birkhoff :
@ fue introducida en [Bir35].
@ estd estrictamente entre integrabilidad Bochner y Pettis, [Pet38, Phi40].
© no involucra una definicién baricéntrica;
@ si X es separable Birkhoff=Pettis;
@ Birkhoff ha sido histéricamente ignorada.
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?
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es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:
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Pioneer positive known results:
@ 1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(Bc(k)-);
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Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:
© 1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);
@ 1963, Rainwater: B =Ext(Bx-), H o(X, B)-suc.compact;
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:
© 1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);
@ 1963, Rainwater: B =Ext(Bx+), H o(X, B)-suc.compact;
@ 1972, James: Bx C By frontera, caracterizacién de la reflexividad,;
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:
© 1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);
@ 1963, Rainwater: B =Ext(Bx+), H o(X, B)-suc.compact;
@ 1972, James: Bx C Bx« frontera, caracterizacién de la reflexividad,;
@ 1972, Simons: H 6(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:
© 1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);
@ 1963, Rainwater: B =Ext(Bx+), H o(X, B)-suc.compact;
@ 1972, James: Bx C Bx« frontera, caracterizacién de la reflexividad,;
© 1972, Simons: H ¢(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;
@ 1974, de Wilde: H convexo y B cualquier frontera;
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:

1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);

1963, Rainwater: B =Ext(Bx:), H o(X, B)-suc.compact;

1972, James: By C Bx:« frontera, caracterizacién de la reflexividad;
1972, Simons: H o(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;
1974, de Wilde: H convexo y B cualquier frontera;

1982, Bourgain-Talagrand: B = Ext(Bx-).

000000
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Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:

1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);

1963, Rainwater: B =Ext(Bx:), H o(X, B)-suc.compact;

1972, James: By C Bx:« frontera, caracterizacién de la reflexividad;
1972, Simons: H o(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;
1974, de Wilde: H convexo y B cualquier frontera;

1982, Bourgain-Talagrand: B = Ext(Bx-).

1997, Manjabacas-Vera-Cascales: si X no contiene una copia isomorfa de
(YT, con [T =¢, [CMV97, CS03].
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The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Pioneer positive known results:

1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);

1963, Rainwater: B =Ext(Bx:), H o(X, B)-suc.compact;

1972, James: By C Bx:« frontera, caracterizacién de la reflexividad;

1972, Simons: H o(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;

1974, de Wilde: H convexo y B cualquier frontera;

1982, Bourgain-Talagrand: B = Ext(Bx-).

1997, Manjabacas-Vera-Cascales: si X no contiene una copia isomorfa de

¢4, con [T =¢, [CMV97, CS03].

@ 1998, Godefroy-Cascales: cuando X = C(K), dotado con su norma
canénica || ||, donde K es un espacio compacto arbitrario, [CG98].
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Aplicaciones: El problema de la frontera

Teorema, Cascales-Vera, [CV94]

Sea X un espacio de Banach con bola dual (Bx-,6(X*,X)) angélica. Si B es

un subconjunto normante de Bx: y H C X es acotado en norma y
X,B)

6 (X, B)-compacto, entonces co(H)G( "’ es 0(X, B)-compacto.

| A

Corolario, Cascales-Vera, [CV94]

El problema de la frontera tiene solucién positiva para los espacios de Banach
con bola dual angélica. Como consecuencia, si X es un espacio de Banach
arbitrario y B C Bx+ una frontera de James, se tiene que:

@ Si una sucesién acotada en norma (x,), en X converge hacia x para la
topologia o(X, B), entonces también converge débilmente.

@ Si HC X es un conjunto acotado en norma y o(X, B)-sucesionalmente
compacto, entonces H es débilmente compacto.
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Aplicaciones: El problema de la frontera

Teorema, Cascales-Manjabacas-Vera, [CMV94]

El problema de la frontera tiene solucién positiva para los espacios de Banach
X que no contienen copias de el(r), con I =c.

Se utilizan las técnicas de integracién presentadas antes.

X weakly Lindelsf

£ not quotient X

#1(c) does not have @
(Bx..w") © ot
has countable H(e)ex
tightness B is not seq. compact b
BH ¢ Byw

(Bx+.w™) is
sequentially
Tulagrand
compact
Xis

weakly count.
K-determined

\ Xis
weakly Asplund
X is

weakly comp.
generated
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otra aplicacién. ..
Teorema, Pallarés-Cascales, [CP94]

Dado un espacio de Banach X, las condiciones siguientes son equivalentes:
@ X* tiene la RNP;

@ El conjunto de los puntos extremales Ext(BL1(“7X)*) de la bola unidad
dual Bj1(y xy- es un subconjunto de L*(u, X*), para cada probabilidad u;

© Para cada espacio de probabilidad (,X,u) y para cada f : Q — X
p-medible Bochner existe g € Bj=(, x+) tal que || f(®) [[= (g(®), f(®))
cualquiera que sea ® € Q;

@ Para cada probabilidad y, la bola unidad Bi=(u,x+) €s una “boundary”
para Bji(, x), esto es, para cada f € [1(u,X) existe g € Bp-(u x+) tal
que || f [l1= (g, f);

@ Los subconjuntos (LY (u, X), L=, X*))-compactos de L' (i, X) son
débilmente compactos, para cada probabilidad p;

@ Las sucesiones o(LL(u, X),L=(1, X*))-convergentes en el espacio
Ll(,u,X) son w-convergentes, para cada probabilidad;

@ X no contiene copias de £, y la topologfa débil de L(u,X) tiene una
base de entornos del origen formada por subconjuntos
(LY (u, X), L(u, X*))-cerrados, para cada probabilidad u.
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La propiedad débil de Radon-Nikodym

Teorema

Para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
@ X* tiene la PDRN.
Q A¢X.

© La inyeccidn canénica i: Bx- — X* es integrable Pettis para cada
medida de Radon en (Bx+,0(X*,X)).

@ Para cada conjunto o(X*, X)-compacto K C X*, se tiene que
ok e X sy 1
co(K) co(K)
@ Para cada conjunto o(X*, X)-compacto y convexo K C X*, se tiene que
K = coBxt(K)) .

Rodriguez-Cascales, [CRO5]

En la caracterizacién anterior pueden sustituirse las derivadas de
Radon-Nikodym integrables Pettis por derivadas de Radon-Nikodym integrables
Birkhoff.
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Recordatorio sesidn anterior

Primer teorema de separacién, [CT04, 1.3.24]

Sean E[%] un e.v.t. y A, B subconjuntos convexos no vacios de E, con
ANB =0. Si A es abierto, existen f : E— R lineal y T-continua, y a € R,

tales que

f(a) <a<f(b), paracada acA, beB.

Si ambos, Ay B, son abiertos, f puede tomarse satisfaciendo

f(a) <a < f(b), paracada acA, beB.
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Primer teorema de separacién, [CT04, 1.3.24]

Sean E[%] un e.v.t. y A, B subconjuntos convexos no vacios de E, con
ANB =0. Si A es abierto, existen f : E— R lineal y T-continua, y a € R,

tales que
f(a) <a<f(b), paracada acA, beB.

Si ambos, Ay B, son abiertos, f puede tomarse satisfaciendo

f(a) <a < f(b), paracada acA, beB.

|

Lema,[CTO04, 1.3.25]

Sean E[T] un e.v.t., K C E un conjunto compacto y F C E un conjunto cerrado con KN F = 0. Entonces, existe un
entorno abierto del origen W tal que

(K+W)N(F+W)=0.

\




Integracién de multifunciones
©000000

Recordatorio sesidn anterior

Primer teorema de separacién, [CT04, 1.3.24]

Sean E[%] un e.v.t. y A, B subconjuntos convexos no vacios de E, con
ANB =0. Si A es abierto, existen f : E— R lineal y T-continua, y a € R,

tales que
f(a) <a<f(b), paracada acA, beB.

Si ambos, Ay B, son abiertos, f puede tomarse satisfaciendo

f(a) <a < f(b), paracada acA, beB.

Lema,[CTO04, 1.3.25]

|

Sean E[T] un e.v.t., K C E un conjunto compacto y F C E un conjunto cerrado con KN F = 0. Entonces, existe un

entorno abierto del origen W tal que
(K+W)N(F+W)=0.

Segundo teorema de separacién, [CT04, 1.3.26]

Sean E[%] un e.l.c. y K, F subconjuntos convexos disjuntos de E, con K
compacto y F cerrado. Existen f: E — R lineal y continua, c e Ry € >0,
tales que, para todo y € K y todo z € F,

fly)Sa—e<a<f(z).
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Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos
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estudiar la integrabilidad de jo F;
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Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

@ tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
f en un espacio de Banach Y(=4w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

! @ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

/qu: {/fdu: f integra. seI.F}.
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@ Aumann, [Aum65], uso la técnica de los selectores;
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La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos
multifuncién F:

@ tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
en un espacio de Banach Y(=4w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

@ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

0 t 1
/qu: {/fdu: f integra. seI.F}.

@ Debreu, [Deb67], usé la técnica de la inmersién con la integral
de Bochner en cK(X) —convexos compactos de X;

@ Aumann, [Aum65], uso la técnica de los selectores;

© Ambos utilizaron las definiciones en modelos de economia:
ambos son premios Nobel de economia.
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Pre-requisitios. . . La integral para una multifuncién

Proposicién

Sea f : 2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces, para cada E € &
con U(E) >0, se tiene que

ﬁ/Efdu € Co(F(E)).
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Proposicién
Sea f : 2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces, para cada E € &
con U(E) >0, se tiene que

ﬁ/Efdu € Co(F(E)).
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Pre-requisitios. . . La integral para una multifuncién

Proposicién
Sea f : 2 — X una funcién integrable Bochner. Entonces, para cada E € &
con U(E) >0, se tiene que

ﬁ/Efdu € Co(F(E)).

Prueba.- Por reduccién al absurdo:
@ Supongamos que existe un E € X para el cual u(E) >0, y con

fdué¢co(f(E
08 L # o (FED)
@ Existen x* € X*, a € Ry € >0 tales que
1,
x* 7/ fdu)goc—£<a§x*fw, para todo w e E. 2
(e ) )

@ La dltima desigualdad proporciona au(E) < [gx*f(w)du,
@ Es decir a < X*(ﬁ Jef(w) du)7 lo que contradice la primera

desigualdad de (2) y termina la prueba.
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Pre-requisitios. . . La integral para una multifuncién

Teorema Mackey, [K6t69]

Sea (X, || ||) un espacio de Banach y sea 7 la topologia en X* de
convergencia uniforme sobre los conjuntos w-compactos de X.
Entonces 7y, es la topologia en X* localmente convexa mas fina
que tiene la propiedad (X*,7y) = X.
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Pre-requisitios. . . La integral para una multifuncién

Teorema Mackey, [K6t69]

Sea (X, || ||) un espacio de Banach y sea 7 la topologia en X* de
convergencia uniforme sobre los conjuntos w-compactos de X.
Entonces 7y, es la topologia en X* localmente convexa mas fina
que tiene la propiedad (X*,7y) = X.

Corolario

| A,

Si X es un espacio de Banach y A C X* es convexo entonces:

A™M=A

A
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Pre-requisitios: la distancia de Hausdorff [Bar93, CV77, KT84]

Definicién

Sean C,D C X dos conjuntos acotados. La distancia de Hausdorff entre C y D
se define como

h(C,D)=inf{n >0: CC D+nBx, Dc C+nBx}.
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Pre-requisitios: la distancia de Hausdorff [Bar93, CV77, KT84]

Definicidn
Sean C,D C X dos conjuntos acotados. La distancia de Hausdorff entre C y D
se define como

h(C,D)=inf{n >0: CC D+nBx, Dc C+nBx}.

Propiedades:

@ h es una métrica en la familia ¢ de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados de X.

@ (%, h) es completo, gracias a que X es completo.

@ ck(X)={CcC X: Cesconvexoy | || —compacto en norma} es cerrado
en (¢, h) (por tanto completo).

Q cwk(X)={CC%: C esconvexoy w— compacto}, entonces ck(X) es
cerrado en (¢, h) (por tanto completo).

© X es separable si, y sdlo si, (ck(X), h) es separable.
Q Si G, € en % entonces

C:={x € X :existe x, € C, con x =limxp}
n
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Pre-requisitios: la distancia de Hausdorff [Bar93, CV77, KT84]

Definicién

Dados un conjunto acotado C C X y x* € X*, escribimos

8% (x*, C) :=sup{x*(x): x€ C}.
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Pre-requisitios: la distancia de Hausdorff [Bar93, CV77, KT84]

Dados un conjunto acotado C C X y x* € X*, escribimos

8% (x*, C) :=sup{x*(x): x€ C}.

Teorema Radstrém [R&d52]

La aplicacién j : ewk(X) — fw(Bx~) definida por j(C)(x*) = 6*(x*, C)
satisface las siguientes propiedades:

(i) jJ(C+D)=j(C)+,j(D) para cada C,D € cwk(X);
(i) jJ(AC)=Aj(C) para cada A >0y cada C € cwk(X);
(iit) h(C,D) = |lj(C)—Jj(D)|| para cada C,D € cwk(X);
(iv) Jj(ewk(X)) es cerrado en Loo(Bx~).
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Dados un conjunto acotado C C X y x* € X*, escribimos

8% (x*, C) :=sup{x*(x): x€ C}.

Teorema Radstrém [R&d52]

La aplicacién j : ewk(X) — fw(Bx~) definida por j(C)(x*) = 6*(x*, C)
satisface las siguientes propiedades:

(i) jJ(C+D)=j(C)+,j(D) para cada C,D € cwk(X);
(i) jJ(AC)=Aj(C) para cada A >0y cada C € cwk(X);
(iit) h(C,D) = |lj(C)—Jj(D)|| para cada C,D € cwk(X);
(iv) Jj(ewk(X)) es cerrado en Loo(Bx~).

o
o
| A,

Observacién

/() = h({0}, C€) = sup{||x|| : x € C} =:[|C]|, para C € cwk(X)
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Pre-requisitios. . . selectores. . . teorema de Kuratowski y Ryll-Nardzewski

Definicién

Una multi-funcién F : Q — %(X) se dice medible si

{teQ: F(t)NF#0} €X para cada cerrado F C X.
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Si X es separable la definicién anterior implica que F puede reemplazarse por J
abierto.
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f:Q — X tal que
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Pre-requisitios. . . selectores. . . teorema de Kuratowski y Ryll-Nardzewski

Definicién
Una multi-funcién F : Q — %(X) se dice medible si

{teQ: F(t)NF#0} €X para cada cerrado F C X.

Si X es separable la definicién anterior implica que F puede reemplazarse por J
abierto.

Definicién

Sea F : Q — 2X una multi-funcién. Un selector para F es una aplicacién
f:Q — X tal que
f(w) € F(w), para cada w € Q.

| A\

Teorema y Ryll-Nardzewski [KRN65]

Si X es un espacio de Banach separable, toda multi-funcién F : Q — %(X)
medible tiene un selector medible.

A\
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La integral para una multifuncién

Una multi-funcién F : Q — ck(X) se dice integrable Debreu si la composicién
JoF :Q — lw(Bx+) es integrable Bochner.

v
Observacién

En las condiciones de la definicién existe un tnico C € ck(X) que cumple
J(C) = (Bochner) [qjo F du. Por definicién:

(De)/QF du = C.

Definicién

Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.

@ Si x* € X* escribimos 6*(x*, F) para denotar la funcién real definida en ©
mediante
t— 8% (x*, F(t)).

@ F:Q — cwk(X) se dice escalarmente medible si 6*(x*, F) es medible
para cada x* € X*.
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Definicién

Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.
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@ F:Q— cwk(X) se dice escalarmente medible si §*(x*, F) es medible para cada x* € X*.
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La integral para una multifuncién

ci

Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.
@ Six* € X* escribimos §*(x*, F) para denotar la funcién real definida en Q mediante t — 8*(x*, F(t)).

@ F:Q— cwk(X) se dice escalarmente medible si §*(x*, F) es medible para cada x* € X*.
v

Observacién

Si exr € (¢°(Bx+))* es la evaluacién en x* € By« entonces
(ex=,jo F) = &*(x*,F).




Integracién de multifunciones
oeo

La integral para una multifuncién

ci

Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.
@ Six* € X* escribimos §*(x*, F) para denotar la funcién real definida en Q mediante t — 8*(x*, F(t)).

@ F:Q— cwk(X) se dice escalarmente medible si §*(x*, F) es medible para cada x* € X*.

Observacién

|

Si e+ € (£2(Bx+))* es la evaluacién en x* € Bx+ entonces
(ex=,jo F) = &*(x*,F).

Proposicién

Si F:Q — ck(X) es Debreu integrable, entonces F es escalarmente medible.




Integracién de multifunciones
oeo

La integral para una multifuncién

ci

Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.
@ Six* € X* escribimos §*(x*, F) para denotar la funcién real definida en Q mediante t — 8*(x*, F(t)).

@ F:Q— cwk(X) se dice escalarmente medible si §*(x*, F) es medible para cada x* € X*.

Observacién

|

Si e+ € (£2(Bx+))* es la evaluacién en x* € Bx+ entonces
(ex=,jo F) = &*(x*,F).

Proposicién

Si F:Q — ck(X) es Debreu integrable, entonces F es escalarmente medible.

Proposicién

Sea X es separable y F : Q — cwk(X) una multi-funcién. Entonces, F es
medible si, y sélo si, F es escalarmente medible.
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La integral para una multifuncién

Definicién
Sea F : Q — cwk(X) una multi-funcién.
@ Six* € X* escribimos §*(x*, F) para denotar la funcién real definida en Q mediante t — 8*(x*, F(t)).

@ F:Q— cwk(X) se dice escalarmente medible si §*(x*, F) es medible para cada x* € X*.

Observacién

Si e+ € (£2(Bx+))* es la evaluacién en x* € Bx+ entonces
(ex=,jo F) = &*(x*,F).

Proposicién

Si F:Q — ck(X) es Debreu integrable, entonces F es escalarmente medible.

Proposicién

Sea X es separable y F : Q — cwk(X) una multi-funcién. Entonces, F es
medible si, y sélo si, F es escalarmente medible.

Corolario

Si F : Q — ck(X) es Debreu integrable, entonces F tiene selectores integrables
Bochner.
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Debreu=Auman

Teorema, Diestel-Ruess-Schachermayer

Supongamos que A es un conjunto acotado y uniformemente
integrable de L'(u, X) tal que para cada f € A se tiene f(w) € B,,
w € €, donde B,, C X es débil relativamente compacto. Entonces
A es débilmente relativamente compacto en L(u, X).
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Debreu=Auman

Teorema, Diestel-Ruess-Schachermayer

Supongamos que A es un conjunto acotado y uniformemente
integrable de L'(u, X) tal que para cada f € A se tiene f(w) € B,,
w € €, donde B,, C X es débil relativamente compacto. Entonces
A es débilmente relativamente compacto en L(u, X).

| 5

Teorema
Si F: Q — ck(X) es Debreu integrable entonces

(D)/ Fdu = {/ fdu : f selector medible de F}.
Q Q

A




Integracién de multifunciones
©00000

Integral de Pettis

Sea X un espacio de Banach separable. Una multi-funcién F : Q — cwk(X) se

dice integrable Pettis si
(i) &*(x*,F)e L (u) para todo x* € X*;

(ii) para cada A€ X, existe un (P) [, F du € cwk(X) tal que

5" (X*,(P)/AF d[.L) :/Aﬁ*(x*,F) du  para todo x* € X*.
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Integral de Pettis

Sea X un espacio de Banach separable. Una multi-funcién F : Q — cwk(X) se
dice integrable Pettis si

(i) &*(x*,F)e L (u) para todo x* € X*;
(ii) para cada A€ X, existe un (P) [, F du € cwk(X) tal que

5" (X*,(P)/AF du) :/AS*(X*,F) du  para todo x* € X*.

Proposicién — jo F : Q — {e(Bx+)

Una multi-funcién F : Q — cwk(X) es integrable Pettis si y sélo si
(i) (exr,joF) € L (u) para todo x* € X*;
(ii) para cada A€ X, existe un (P) [, F du € cwk(X) tal que

(ex+ ,J /F du ) / (ex*,joF) du para todo x* € X*.
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Conexién con lineas de investigacién

v' Para X separable hay una teoria razonable de integracién de Pettis para
F:Q— cwk(X);
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equivale a joF joF integrable Pettis.
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Conexién con lineas de investigacién

v' Para X separable hay una teoria razonable de integracién de Pettis para
F:Q— cwk(X);

v" Un problema que no se habia estudiado es cuando F integrable Pettis
equivale a joF joF integrable Pettis.

Teorema, Kadets-Rodriguez-Cascales, [CKR07]

For a separable Banach space X the following statements are equivalent:

(i) X has the Schur property.
(i) (ewk(X),h) is separable.
(iii) For any complete probability space (€2,%, 1) and any Pettis integrable
multi-function F : Q — cwk(X) the composition jo F is Pettis integrable.

(iv) For any Pettis integrable multi-function F : [0,1] — cwk(X) the
composition jo F is Pettis integrable .

(v) For any h-bounded Pettis integrable multi-function F : [0,1] — cwk(X)
the composition jo F is Pettis integrable.
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Conexién con lineas de investigacién

No se tiene una teoria razonable de integracién de Pettis de multifunciones
fuera del caso X separable.



http://misuma.um.es/beca
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Conexién con lineas de investigacién

No se tiene una teoria razonable de integracién de Pettis de multifunciones
fuera del caso X separable.

Algunas aportaciones a la cuestién anterior para X no separable de
Kadets-Rodriguez-Cascales aparecerdn pronto en
http://misuma.um.es/beca
...y después publicados?



http://misuma.um.es/beca
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